
335

Sur la transformation d’une intégrale définie.

Par

1.

de , (I)

(1)

Niels Nielsen,
Docteur ès sciences.

1. Dans ma Thèse de doctorat (Om en Klasse bestemte 
Integraler og nogle derved definerede semi-periodiske Funktioner, 
p. 59) j’ai indiqué qu’une foule d’intégrales définies peuvent 
être

7T

Généralisations de la formule eulérienne log sin y dy = —^log2.

i
c*-1 

a v+c wi—

Xlogsin^i/^ =---- ^-log2.
vo

Overs, over D. K. D. Vidensk. Selsk. Forh. 1896.

•Jo %) <>
où il faut supposer que la partie réelle de x est positive. Dans 
les pages qui suivent je prouverai plus précisément la justesse 
de cette assertion en traitant avec plus de détails un exemple 
assez étendu.

D’abord je déduirai de (I) quelques formules que j’ai données 
en partie dans ma Thèse et dont nous aurons besoin plus loin.

Si dans (I) nous faisons x = 1 et c = sin^, nous aurons 
immédiatement la formule eulérienne bien connue

7T

déduites de la formule

V1”«* \l + C \

23
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2rø+l)

soit

(«)

à

(4)5

(5)

2•4 - 6 ...2n

Par là nous aurons aisément, la 
qui figure au second membre de (I) étant

2 2 • 4•6...2n

, (3)

Plus généralement nous pouvons remplacer x par un nombre 
entier et positif quelconque.
dernière intégrale

4)>

7T

\ sin2”+1^ log sin <p d<p

2-4-6. ..2n 1 , 1 1

7T

F
\ cos2”+1^log sin <p dtp 
«-'o

2-4-6... 2n / 1 1 1 ,
3-5-7... (2n+D 3 +T +

2. Si nous supposons que la partie réelle de x 
positive, nous aurons en intégrant par parties 

Çca:-1|/i_c22n-1i/c = 1 ‘3-5 ... (2n—1) . Ç cs+2n-i
J V x(x+2)...(x^2n-2)

0 o

L-*d-^"<zc = x[x+i}_{x+2n}-
^0

Puis si nous différentions les formules (a) par rapport 
nous aurons de nouveau, par application de (I), pour x = 1

7T

\ cos2"ç?log sin^ify,
»'O

7T 1 • 3• 5...(2w — i 1 i
T 2 • 4 • 6 ... 2n
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4/1—4

à

(6)?

(?)

ici.

12/

-2 \

p— 1
où F désigne la série hypergéométrique de Gauss.

si nous posons dans la formule (I) x = — où n
positif, une simple transformation de la variable

',^=de.
l/l — c2n

0

J p> 3 >

3. En répétant la différentiation de (I) par rapport 
nous obtiendrons, après avoir posé x = i et c = sin^, 

Çlog2sin^^ = y ^log22 4-~

r\ log3 sin <pd<p = —
A)

_ J_ 1 i 1 1 1ou l8 2a ’ 3a 4a+ 5a ■

Les formules plus générales que nous pourrions déduire 
de cette manière sont assez compliquées, de sorte que je ne 
m’y arrête pas

4. Enfin, 
n est entier et 
donnera

Ç loge 
' Fl—c2n

0

, 2>>2,

Des formules (4) et (5) nous déduirons, en employant le 
développement ordinaire de

log sin^> = log (1 — cos2 <f>)

et en intégrant terme à terme,

Ç F(2/>— 1, 1, 2p, x)dx
€o

"2F=3(l0g2 + T + T + T + "- + 2^4)

F (2p, 1, 2pA-1, x) dx 
•’o

= ?£^f_L+l + l + ± + . +
\ 1 ' 3 ‘ 5 ‘ 7 '

23
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r
Donc nous aurons

exprimée 
ordinaire

1
14-c"

La première intégrale du second membre de (ß] peut être 
aisément par des fonctions élémentaires. La méthode 
de décomposition donnera en effet 

«-1 (2v4-1)7T .
— G COS—- ------- |

Ö (2p -4- i) 7T 
c2— 2c cos

1

Mais nous avons les formules

nous aurons la formuleSi nous posons dans (8) n = 2, 
élégante

où F (y, «J est l’intégrale elliptique complète de première espèce 
et de module i.
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2.

Transformation de

nous

(lia)

(Hb)

où

et
2 * 4 * 6 ... 2g

A?

transformation intégrale générale , assez curieuse. Si 
posons

p(«) = a0 4- arx + anxn ,
aurons, en vertu de (a) et (/?),

7Tr\ f (æ • sin2y?) log sin y dy.
Jo

(I) nous faisons æ = 2n-j-l ou 
positif, nous aurons, en vertu

5. Si dans la formule
X — 2n, n étant un entier 
du n° 1,

1 -3-5...(2g —1)^ n - - _____ x
2*4-6...2g 9 ~ 3*5-7...(2g + l)fM(Hc)

C2. , , . 7 ?! 1 -3-5...(2n —1) Ç co2n 7
\sin>logsin^ = -y 2*4-6...2n 
^0 ^0

C2. , , , . 7 2 • 4 • 6 ...(2n —2) C tu2n_1 7 .a.
sinolog - - g.g.7 (2w_~î) V1+ W 

vo *'o
A l’aide de ces simples formules nous donnerons une

nous

Si par exemple nous posons p(#sin2^) = (1 — Æsin2^)”, 
où n est entier et positif, nous aurons par suite de (lia) et (4) 
pour x = 1
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CFC—w, I, 1, m)
dco

où F représente la série hypergéométrique introduite par Gauss. '
Si nous effectuons l’intégration, terme à terme, du premier
membre de (10), nous obtiendrons

y i+<a

Z'-r’C) 1-3-5...(2y—l)
2-4-6...2u (10«2~t + t“T +

donc

/n\l-3-5...(2u-l)/l 11 1 U
' V / 2-4-6...2^ \ 1 2 3 4 ‘ 2 J

1-3-5...(2n-l) / 1.1 1 \
’ 2-4-6 . .. 2n \2 1 4’h‘“’+’2n/’

car log 2 est transcendant.
Nous aurons des relations numériques analogues, aux

quelles je ne m’arrêterai pas ici, si, employant la formule de 
Moivre, nous formons les intégrales de 0 à y des expressions 
cosjp^log sin^ et sinolog sinintégrales qui se détermi- 
ment directement au moyen d’intégrations par parties.

6. Nous voyons sans peine que dans les formules (lia) 
et (11b) nous pouvons mettre une série infinie et absolument 
convergente f(x) au lieu du polynôme entier et rationnel p(x). 
Si nous appelons G(x) et H(x) les nouvelles fonctions définies 
par les formules ainsi obtenues, nous aurons, par ces formules 
mêmes, G(x) et 11 (x) développées en séries entières qui ont le 
même cercle de convergence que la série f (x).

Pour examiner plus profondément les deux fonctions nou
velles, nous développerons le rapport de deux termes consécutifs
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aurons

(r)5

OÙ

+...
Mais

1
2Rp >

et
1

2RP <

< 5

>

• • •)

(HD4- •..

Rp

1.1 1

(2p +1) (2p + 2) + (2p + 2) [2p 4- 3)

1
2p ’

pour G(æ), et nous 

i
(2p+l) (2?4-2)

Bp (2p +1 ) (2p 4- 2)+ (2p + 3) {2p + 4)

nous avons
1

2p 4- 2 ap 1 
2p 4- 1 ap+i x

Si nous supposons que

— I
X I

a ~2 ß 
— I4------------- i-----2P p¿

Donc, si en un point de la circonférence du cercle de 
convergence f(x) devient infinie de Vordre p, G(x) et H(x) 
deviendront au même point infinies de Vordre p-jp Si P es^ 
plus petit que (a > — yj, G(œ) et H(x) auront des valeurs 
finies au point en question.

7. Les intégrales (II) nous conduiront sans peine au 
même résultat. On voit que

7T

Vlogsin^ .

I cos-“^

Rp = Iog2-ÿ + ÿ —y + ... + ^

1 .1

Up et Up+i de la série, par exemple 
Up

Up4-1

dp

«p+1

ap

1
2p 4-1

1_____ L _____ _ i--- ——'4
2p{2p 4- lp (2/) +2) [2p + 3) ' 

Donc la formule (y) donnera
I Up

I Up+i

I Rp

I Up+i

<ïp

I 
nous aurons ainsi

I Up

I Up+i

0
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a une valeur finie et déterminée, pourvu que la partie réelle 
de ¡i soit plus petite que 3. Mais les définitions par les inté
grales comportent en apparence une autre difficulté. Traçons les 
rayons qui aboutissent aux pôles de f(#) sur le cercle de con
vergence de la série. Si ces pôles sont d’un ordre supérieur 
ou égal à l’unité, l’intégrale ne définit pas G (¿r) et H (¿r) sur les 
parties des rayons qui sont hors du cercle de convergence, 
quand même nous pourrions étendre f(«J à ces domaines. Et 
il en est de même pour les rayons qui vont aux autres pôles 
éventuels de f(zr).

J’espère revenir sous peu sur cette question dans un autre 
mémoire; c’est pourquoi je me bornerai à indiquer un seul cas 
plus spécial: celui où f(æ) n’a sur son cercle de convergence 
qu’un nombre fini des pôles isolés et d’un ordre fini. Dans 
ce cas-là les équations (11) gardent leur validité partout, excepté 
sur les rayons vecteurs mentionnés, et G(æ) et H(æ) sont dé
finies aussi sur ces «coupures» apparentes.

8. Prenons comme exemple

f (á?2 sin2(f>) = F(l, 1, y> <r2sin2g>).

La formule (lia) nous donnera

1, y, #2sin2g>) log sing>dy

donc

2 \(l + û>)(l_Â2)fZ"’
Jo

2

F(l, 1, y, x2 sin2 g?) log sin (pd<p
o

La constante a du n° 6 est ici égale à —y, ce qui s’ac
corde avec le fait que l’intégrale qui figure dans (11) n’a qu’un 
pôle logarithmique pour #= 1.
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La relation (11) nous montre en outre que la valeur de 
n-2 - l’intégrale pour æ2 =—3 devient —94

9. Il est évident qu’une foule d’intégrales définies peuvent 
être déduites de nos formules fondamentales (II). Par ces 
transformations, des intégrales compliquées peuvent être changées 
en d’autres que nous pouvons traiter immédiatement d’après 
les méthodes ordinaires.

D’ailleurs je ne prétends pas que plusieurs des résultats 
ainsi obtenus ne puissent être déduits sans trop de difficulté 
d’une autre manière.

L’application des formules fondamentales devient par
ticulièrement claire si l’on part de certaines séries hyper-
géométriques.

Par les formules (Il c) nous aurons immédiatement

1 -f- CÜ

da>

2
1 4- (ü

■■2p Í 1 I 1 I 1 1 I
2ïï+T),It+t+t+--- +

2p-)-i 1 9\
’T, “> ) ,

dco.

0
2-4-6 .

* i

\ F (a, I, ¿c sin2ÿp) log sin =---- da>, (IVa) .

5 1
sin ip F (a, ß, 1, as sin2^>) log sin <f> dip = — F(«,/9, a) (|y b)

De (IV a) nous déduirons, en posant
2f+'l 

cos2î,+1$î> = (1—sin2^>) 2

et en appliquant la formule du binôme,
1 t

C2 7tCF(-
\ cos2p+1^logsilicify;  ---- ^-\ —

A l'aide de (5) nous en tirerons

1 4~ co
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§3.

Applications de la transformation aux intégrales des fonctions
élémentaires.

10. Si nous posons

f(.r2sin2^>) = 1
1 — x2 sin2^> ’

la formule (IV a) donne

Ainsi notre transformation nous a conduit immédiatement 
à cette formule qui apparaît si mystérieusement chez M. Schlö- 
milch 1). En appliquant les méthodes ordinaires nous dédui
rons de (a)

(13)

7T
pT ___ _
\ log sin <f> ti log (1 -4-V1— æ2)
J l-^sin2^^ T ¡/ï~^ ’

De (IVb) nous conclurons de même
7T

P"
I y siny> • log sin^ y arc sin co dco

1 cos2^ ~ \ l+¿y‘
%, %,

Par intégration par parties, nous aurons ensuite en appliquant (3)
I = — log 2. (r)

Par (13) et (f) nous obtiendrons sans peine

(14)

J) Sclüômilcli : Compendium der höheren Analysis, Bd. II, p. 320.
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tandis que (/?) et (r) donnent

arc sin co dco
Vl—co2 !+"

1 \ arc sin2w

v0

dco. (15)

dco (¿)
Tt

\ logsiny>logcosy>iZy> =
*)0
En intégrant par parties le second membre de (d), nous aurons

7T

\ log cos cp • log sin$i>cfy>
%)

11. Si nous supposons
f(Æ2sin2ç?) =---- — log(l—#2sin2$i>),

nous déduirons de (IVa), après avoir fait x = 1,

i ')____
y 2 2 '2-44^ "7 1+^’

0
Si dans la première intégrale du second membre de (s) nous 
posons co = cos^, nous verrons, en appliquant la méthode 
ordinaire, que la valeur de l’intégrale est Par suite (s) 
donne Ä

\ log cosy? • logsiny?íZy? = ^log22— , (16)

formule qui se déduit aisément de (6) en posant sin <p == 
2 cos -y sin-^-.

Encore plus simplement se prouvent les formules (6) et (16) 
à l’aide de la formule bien connue

J _ J_ , 1 __ 1 J___ =
1» 33_t“ 53 73 _h 93 ‘ ‘ 32’

qui se transforme aisément en
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(17)

et

2

(18)

12. Pour

f(zr2sin2^) =

*) Nielsen: Thèse de doctorat, n° 23.

d<p

calculet nous trouverons après un

(19)

(20)

et 2sin^cos$? = sin2^>,

(6) et (16) à l’aide de la formule (1) 
, puis additionnons les équations (6) et

aurons respectivement
7T

7T3

\ log sin$ø • log tg^ify = —
S

Si nous posons
sin cp tgc> =- ---- z_r cos^ 

nous aurons les formules 
d'Euler. Soustrayons 
(16), et nous

la formule (IV a) donnera
7T

py
\ ^logsin$i>
\ sin 2 y?
vo

7T

\ p log sin <p
“is'

Si nous intégrons par parties, nous conclurons de (19), en 
appliquant (17),

7t

\ ^coty? • log tg^¿^ = ~48‘

arc sin (# sin y?) 
Æsin$i> |/1 — a?2sin2^ ’

Décomposons —77——? co (1 + CO) 
simple x)
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13. Enfin si nous posons

la formule (IV a) donnera

1/1 —x1 sin2 y?
z - '-dcü

1
(21)

0 0

où F (y, cox} désigne l’intégrale elliptique complète de première 
espèce et de module gjx.

Pour x=l la formule (21) donnera, en posant sin^ = a,

Pour X = la même transformation donnera

o
donc en appliquant (9)

(23)

14. Je ne me rappelle pas avoir vu autre part ni les 
formules intéressantes du n° 13 ni les formules générales du 
g 2. C’est la formule (13) tirée du Compendium de M. Schlö- 
milch qui m’a suggéré l’idée de poursuivre les conséquences 
des formules que j’avais données antérieurement.
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Sur la sommation de quelques séries.

Par

Niels Nielsen,
Docteur ès sciences.

(«)

nombres entiers, et

déduire sans peine
les

ont la période pri-

HP>„(^) =

où
en

nous
outre

Des
propriétés suivantes de nos séries :
Io Les séries (a) sont périodiques et 

mitive 7T.

I.
Sommation des séries GPfø>), Hp(^) et

1. Posons pour abréger
n

Kp.«(p) = CQ&VP e''?1,
i

supposons que n et p soient des 
n positif.
définitions mêmes nous pouvons

n

n

2° Si n croît à l’infini, les trois séries sont absolument 
convergentes, pourvu que l'on ait respectivement

+ 0<iPi<?r; <p = <f>x mod".

Ceci n’a pas lieu pour les limites, si p n’est pas positif.



Sur la sommation de quelques séries. 349

Nous désignerons les trois séries infinies ainsi obtenues par 
Gp(ÿ?), Hp(^) et IÇ(^).

3° g4t) “ H4f)- > 1 et G,(i) - Kp(|). (I)

4° Pour p = 0 les trois séries se réduisent à des
gressions géométriques et nous aurons

Go, „(^) = e2^’-
e(«4-2)çpî

2racosra^ ’
Ho, n($i>) = —1—e 2®^ 4-2”+1cosn+1^>e(n ,

Ko,n($i>) = ¿cot^ — i COtÿ? cos”^ én(Pl.

5° Par différentiation les formules (2) donneront 

Gp,n($p) = (¿4"tg^) Gp-1, „($£>) = Gp_ljn(^)-D4^ — log cos ^), 

Hp,«(^) = (i—tg^)Hp_1(Mtø>) = Hp_1>n(^).D4^4-logcosy>), 

K^.n(^) = («—tg^)Kp_i,„(^) = Kp_lf „($?)• D^ip + log cos^).
(3)

A Vaide des formules (2) et (3) nous essayerons de trouver 
les sommes des trois séries. Des formules ainsi obtenues nous 
déduirons, en nous appuyant sur les relations (1), la valeur 
de qîielques intégrales définies.

2. Si p est négatif, la sommation des séries s’effectue 
plus facilement d’une autre manière. Mettons en effet dans 
les trois séries (a) ex+^1 au lieu de e^\ On trouve aisément 
les sommes des nouvelles séries pour p = 0. Si nous diffé- 
rentions p fois par rapport à x les formules ainsi trouvées, et 
si nous employons une formule bien connue du calcul diffé
rentiel, nous serons menés tout de suite au but en posant 
X — 0. En considérant les expressions des trois restes ana
logues aux expressions (2), nous aurons les formules qui 
suivent:

G_p(^) = 2cos^e^( (Ei,?G0(^>)4-E2,î)G0(^)-4-E3,pG0(^)3-f-...
... +EP,PGO(^), (4a)

(Ei,yH0(^) + E2,;pH0(^>)‘2 4~ E3(Î>H0(çp)84-...
...-L-EP(PH0(^), (4b)
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IUM - i^i*(E1,pK0(P) + E2,pK0(?)! + Eä.,k(,(?)s + ...
Smi> ... + EP.PKOW), (4 c)

OÙ

E-.» - (o)’P-(i)(’'-1)P + (2)(r-2)!'---

■ + «’S/,
et respectivement

— y<^!< + y, 0<^t<jr; <f>x = <p mod^r.

Il est evident qu’on pourra trouver les sommes de quelques 
séries numériques et infinies à l’aide des formules (4). Ainsi, 
si nous posons = 0, la formule (4 a) nous donnera

1 P 9P %p 4?
gT 43 “ Ei.?+ E2,p+ E3)y + •• • + Ey.y. (5)

Donc, la somme de la série est un nombre entier. Il en est 
de même pour les sommes des séries obtenues en faisant 
(p = ~ dans (4 a) ou dans (4 c).

(iç? log cos y?)y ETp—v, ntø>)

(r)

de nos séries pour p 
intégrant plusieurs fois

positif,
par

3. Pour trouver les sommes 
intégrons les équations (3). En 
parties, nous aurons les formules

{i Cf)-------log COS Gp-j/, n {^)

T

1)p-i

y !
Gy, n (p) ------- Gy, n (0) =
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p—i

Kp, n tø) — Kp. n (0) = ---- (« (p + 1 Og COS (ftf Kp-p, n tø)
1

V

Ko, n tø) (¿<p + log cos (ft-1 (i — tg <p) dtp. (o) 
0

Dans (d) il faut supposer que p soit plus grand que 
l’unité. A l’aide de ces formules nous avons réduit la som
mation de nos séries „à des quadratures“.

Si nous considérons les expressions des restes obtenues 
par la formule (2), nous voyons à l’instant que dans (/?) et tø) 
n pourra croître à l’infini, si l’on a respectivement

Il en est de même pour (o), <p étant tout à fait arbitraire mais 
réel, pourvu quejo >2.

4. Pour n infini, on pourra beaucoup simplifier les inté
grales dans les formules (/?), tø), tø). On démontre en effet 
aisément les formules

(¿4-tgy?)e2^ = i—lg<p et (- i-A tgÿ?) (1 4- e~2<D) = — 2i.

En outre on aura
pP

1 = — log cos^)p_1 (i— \.g<p}d<p
vo

iip — log cos^)p_1 • ïgtpdtp.

Si nous développons d’après la formule du binôme la 
fonction à intégrer dans le second membre, et si nous intégrons 
ensuite terme à terme, nous aurons, en employant l’intégration 
par parties,

S.(i<p — log cos (p'f~ld<p.

o
Overs. over P. K. D. Vidensk. Selsk. Forli. 1896. 24



352 Niels Nielsen.

+

— + p !

(6)(log cos^> —ip)v~'dp ,

(log cos p + «»^-„(p)

(7)

], («)

(log COS^P — ipY

Ces réductions effectuées, nous aurons les formules récur
rentes:

►P
(log cosp 4- ipY~'dp

(, nl _ [ i 1 1,1
'M0) p g ' 2P 22 ‘ 3* 23 ' \p 24 ‘

sp = M°) T"' p + g? + 3? + 47 + * • •

Dans (8) il faut supposer que p soit plus grand que l’unité.

5. Cependant on n’a pas de difficulté à faire disparaître 
cette restriction de la formule (8). Un calcul direct nous 
donnera en effet

GJ^p) = log 2 + logcosç?, (9a)
IIJ^) = ¿(tt—-2^), (9 b)

Ki(p) = — logsin^—(9c)

Mais il est plus facile de déduire les formules (9) du développe
ment habituel de —log(l—¿r), en posant respectivement 

epi
x = - ---- — , x — 2cos<p-e^ , X = coscp-e^.2 cos p r ■> T
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De cette manière on aura en eilet une démonstration très 
simple de la valeur des séries numériques que j’ai données 
dans ma Thèse de doctorat (p. 33).

L’équation

que nous pouvons déduire immédiatement de (9 a) vaut la peine 
d’être remarquée.

En posant

*r(p) ,
1 

nous déduirons de (e)

Gifø) = Ai(4 (0

De la formule (6) on tire de même, à l’aide de la formule (16) 
donnée au n° 11 du présent mémoire, la relation

G2(^) = Aj^-yA^-^A^). tø)

Cependant je n’ai réussi encore à établir ni les formules 
analogues à (C) et tø) pour des valeurs plus grandes de p, 
ni les relations correspondantes pour les deux autres séries. 
Néanmoins nous nous appuierons plus loin sur une autre 
relation entre de telles séries pour des valeurs particulières 
de (p.

Si l’on voulait étendre les fonctions de c définies par nos 
séries au delà des intervalles que nous avons déjà indiqués, 
on le pourrait facilement à l’aide des formules (6)—(9).

Pour une valeur quelconque — réelle ou imaginaire — de 
la variable <p, les formules (9) pourront servir de définitions 
aux trois fonctions qui correspondent à p = 1. A l’aide des 
formules (6) — (8), nous pouvons définir successivement les 
fonctions analogues pour toutes les valeurs de p entières et 
positives.

24
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Les trois fonctions ainsi définies ont généralement des 

points critiques pour <p = ~-f~ m7r (w entier), mais elles sont 
holomorphes dans toute partie finie du plan qui ne contient pas 
faxe des quantités réelles.

11.

7T7t

(10)

P

(«)5

7T
3“’

7T
/»y

\ Çp dtp

i>—£

2
^p—2v " ^2y+l Pp-2p+1 ’

(-1? 
p !

Détermination de \$Pd<p et \^pd<p.
*4 Jo

6. Posons pour abréger
0,(1) = II, (y) - A, + ¿B,,

(log COS (p + i<p}r = ír + ¿^r,
^10g2-|-/-y^ —- ar-\-ißr-)

et la formule (8) donnera, Kp($i>) étant égale à zéro pour
7T 7T

PT PT
X^pCOt^d^ = —\ Çpd<p , 
vo VO

7T 7t

ST PT
fpCOt$í>cfy? = \ 7¡pd(p 4- (— l)pj9 ! Sp+i.

o *Jo
Les deux intégrales qui figurent au second membre des 

formules (10) et (11) se déterminent à l’aide des formules (6) 
et (7). En effet, si dans ces dernières nous posons 
nous aurons aisément

iï
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7T

p-e p+s
2 2

( — 1)P~ 1 z/ . J ap+i ' ßp-Zv " ^2H-1 'ap—2v+i ' ^2v
2 p+i ' 2 (^d-l)!~^S “(^2^! ~¿L¡ (p^+ÏÏ! 

O 1

où s doit être égal à 0 ou 1 , selon que p est pair ou impair.

7. Si nous posons maintenant

1 1

nous aurons immédiatement
A2r = C2r(y), Ehr+l = S2r+i(y), (f)

car 2 cos -~ = 1.

Mais nous avons

7T (ffà—1 (ffâ
(-l)’C*(p) = —1)! — 2(2p)! ¿’(-«F ^2p-2/z 

(2p -2/7)!

(-l?S2p+1(^) = <P2p+' i V7/ m (p2*-2^ c
2 (2p)! 2(2p+l)! ' ZL 1 } (2p—2/z+l)! 2^’

Par suite, les formules (f) et (J) donneront aisément

A2r = fr • 7t2r , B2r-f-i = dr * 7t2r+l , (s)

où fr et dr sont des nombres rationnels.
On aura par exemple

La formule (s) nous montre que l’intégrale (a) est un 
polynôme rationnel, entier et homogène en n et log 2 ; il en est 
de même de l’intégrale (/9), abstraction faite du premier terme 
du second membre.
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(C)

+
les formules

5

i

tø)

-ir

de l’identité
1

(a) et (/?) donneront
í> —£

2

J____112_____
r2(2r+l)l ’

Pour déterminer avec plus de précision les polynômes
les

2r-2v+t+

(p2p—2v—2 
(2p-<2v- 2)!

8.
mentionnés dans le n°7, nous les ordonnerons suivant 
puissances descendantes de log 2.

Si nous posons
r

p-+1=-^(-ir(2 

0

(_ 1\v—1 _____
1 ’ (2r—2y-f-l)! \ 3

________________ +_J_______+ Hm=0 
0! m! 1 ! (w—1)! 2!(m—2)1_______ ml 0!

les formules (Æ) donneront

02r =¿7(_ir‘(54

r—i .J
_1? 2v+i (2L 

1 (2r-2v4-1)! \ 3 ,

(—11?-1 1

?+£

2

■4- (— lïr ------ ——------ Ioîtp~2r+l 2.' (p—2r+l)!

2r —21>

(2/Í+1)!

7
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(p2p—2v—i

[2p-2v-ïyî
(p2p—2y—2

H- (2p_ 2y_ 2) ! ^2v+2^)

Ÿ>2?
2 (2p) ï + (-l)’-*S2p.

Si dans ces formules nous posons ç5=-^-, nous aurons 
en vertu de (<f)

P2r4-t — 0 et Q2rq-1 = (—l)r-1S2r*

Par suite, la première des formules frf nous donne les 
for mides élégantes

TC

(|2> 
•Ai

7t

co\.(pd<f> (-lJr-'^-log^, (13)

c’est-à-dire une généralisation assez étendue et remarquable de 
la formule eulérienne bien connue, qu’on obtiendra pour p — 1.

La dernière formule (^), au contraire, nous donnera

-ï'^' + ap+a10»’’''2

2

_L_ ( _ i te-l 4)1 > _______ ________ IA o- P-2>+l O
+ l ' ' (¡o-2v+1)! °’ (il)

7T

C2 (—Dp
X&cotptty = 4-^—^log^+‘2
t'o ~ I ' ~

P+e

2

+ (-!?->!^'(p_224-l)!10g,'~2,'+‘2 + S’+‘ (l5)

où comme plus haut e doit être égal à 0 ou à 1, selon que 
p est pair ou impair.
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9. L’auteur a été conduit à entreprendre ces recherches par 
un nouvel essai infructueux de démontrer la transcendance de

1

00

et d’autres nombres analogues. D’après ce que j’ai pu recon
naître, je n’hésite pas à affirmer que les formules (12)—(15) 
ne sont que des cas particuliers de formules d'un genre pareil 
mais plus générales, dont plusieurs sont sûrement aussi sur
prenantes par leur simplicité que (12) et (13).

Cependant je n’ai pas réussi encore à trouver un moyen 
d’éviter les calculs très pénibles qui semblent nécessaires pour 
arriver à ce résultat.

III.
Applications des formules générales.

10. Avant de passer à la déduction de quelques intégrales 
plus spéciales à l’aide des formules générales (12)—(15), nous 
donnerons quelques équations qui nous seront utiles plus loin.

Si nous posons cosy? = <o, nous aurons, en développant 
en série la fonction à intégrer et en intégrant ensuite terme 
à terme,

7T

C2 (—i)p»i
\ logúeos• coty?iZy? = Sp+1. (a)

De même nous aurons
7T

S
T P
logpsin^-tg^ity = )w! «p+i logp-l'2 , (ß)

»-0 0

où civ+i a la signification donnée au n° 4.

11. Par (14) nous aurons pour =1

=n_Tl08’2’ (16)
résultat que j’ai déjà donné dans ma Thèse de doctorat (p. 26). 
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La formule (15) ne donne pour p = 2 que le même résultat 
que (/?).

12. Si nous posons p = 2, la formule (12) nous donnera 
7T
log2 cos <pd<p = y ( 1°8'2 2 + Y2 j , (17)

résultat que l’auteur a déduit d’une autre manière dans son 
mémoire «Sur la transformation d’une intégrale définie» (n° 3).

De (13) nous conclurons de même
7T

T 7T<p log cosy? coty?tZy> =---- log2 2. (18)
0

Si nous transformons cette intégrale en intégrant par par
ties et en posant —y au lieu de y?, nous obtiendrons deux 
équations, qui nous donnent

7T

\ (f> log sin <pX,^<pd<p = 
Jo

('•«■<-g). (19)

7T

\ log cosy? logsiny?<Zy> = (20)
«?o

Puis, si nous soustrayons ou ajoutons les deux formules
(20) et (17 ), nous aurons respectivement

7T

C2
\ log cos^ logcoty?c?y> = 7T3

= 16 ’ (21)
Jft

r
\ log cos^> log sin %(fd<p = 
Jo

í('*’+í9 • (22)

Dans le mémoire susdit (n°ll), l’auteur a trouvé les for
mules (20) —(22) par des méthodes tout à fait différentes. La 
démonstration qui est donnée ici est la plus simple.

7TSi, dans l’intégrale qui suit, nous mettons —---- <p au lieu
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de nous aurons à l’aide de (20)
7T

<p log cos<p log sinipdcp = y ílog22 — j . (23)
o

13. Pour p — 2 les deux équations (14) et (15) donneront

résultat qui se déduit facilement d’une autre manière.
Par (/?) nous aurons ensuite, à l’aide de (24),

T 17
log2sin^ • tg^ify = 24log82_l" 32SiJ’ 

o
14. Pour p = 3, la formule (12) nous donne

7T, Tt

\ log3 cos (f>d(f> — 3

(24)

(25)

(26)

Nous trouvons aisément la seconde des deux intégrales qui 

2

figurent dans cette équation. Par suite on obtient la formule 
démontrée antérieurement

7T

(îog’cosgxty------- y(log32 + ^log2+|s3). (27)

t'o
D’autre part (13) nous donne

7T

\ (f) log2 cosy? ctàydy = y iy log3 2 4- log 2---- g- S3). (28)
vo

Pour p = 4 ou p == 5, nous déduirons en outre de (12)
7t

\ ^2log2cos^tfy> = ^7T4 + 6S3log2 + y log22^. (29)

vo
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Pour établir les deux formules (29) et (30), nous nous 
sommes appuyés sur le n° 3 de mon mémoire cité dans le 
n° 12 du présent travail.

14. Enfin, si nous posons

nous conclurons aisément de (6) ou de (8), en posant jp = 2,

où

Par les deux mêmes formules fondamentales nous voyons 
en outre que c3 et d3 s’expriment d’une manière analogue. 
Toutefois je ne m’arrêterai pas ici aux calculs nécessaires pour 
trouver ces expressions, parce qu’elles sont un peu com
pliquées.

Copenhague, mars 1896.

Overs, over D. K. D. Vidensk. Selsk. Forh. 1896. 25


